A7 Differenzialrechnung

A7.3 Diskussion der gebrochen-rationalen
Funktionen

Die gebrochen-rationale Funktion f:y= %

Beispiel: Fur eine Sammellinse gilt fir den Zusammenhang zwischen Gegenstands-
weite g, Bildweite b und Brennweite f die Gleichung
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woraus nach einigen kurzen Umwandlungen fur die Bildweite b die Gleichung

_of
b=43%

folgt. Dies ist eine Funktion des Typs f:y=x% (y =b, x = g, ¢ =f); es soll im Folgen-
den diese Funktion untersucht werden.

Das Beispiel fuhrt auf die folgende naheliegende

Definition: Unter einer gebrochen-rationalen Funktion versteht man eine Funktion

der Formf:y= % mit zwei Polynomen p(x) und q(x).

Die Nullstellen des Nennerpolynoms q(x) kdnnen nicht in der Definitionsmenge D¢
enthalten sein und werden deshalb als Definitionslicken bezeichnet.

Dieser Funktionstyp soll nun auf Definitionsmenge, Symmetrie, Polstellen, stetig
behebbare Definitionslicken, Asymptoten, Nullstellen, Extremalpunkte, Graphen
und Tangentengleichungen untersucht werden. Ferner sollen Extremwertaufgaben
geldst werden.

2.(x—
Diese Untersuchungen sollen zunachst exemplarisch an der Funktion f:y = %

vorgenommen und dann verallgemeinert werden
Definitionsmenge, Nullstellen

Die Funktion hat Definitionslicken an den Nullstellen des Nenners:
x2-1=(x+1)-(x=1)=0=x+1=0Vx-1=0=x=-1Vx=+1
Fur die maximale Definitionsmenge D folgt daraus D =R\ {-1;+1}

Nach der Bestimmung der Definitionsmenge kann der Funktionsterm vereinfacht
werden:

x2-(x—1) x2-(x-1) x2
f0) =" = Gnen =%
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Eine Nullstelle liegt vor, wenn der Zahler des Funktionsterms null ist:
x?=0<=x=0

f hat also die einzige Nullstelle x =0.

Symmetrie

Voraussetzung fur einfache Symmetrien ist, dass der Definitionsbereich symme-
trisch um den Ursprung liegt.

Dann ist der Funktionsgraph
¢ punktsymmetrisch bzgl. des Ursprungs, wenn f(—x) = —f(+x) fiir alle x € D,
¢ achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse, wenn f(—x) = f(+x) fiir alle x € Dy.

)2

Im vorliegenden Beispiel gilt f(—x) = e

ot * H(+X).

Der Graph von f weist damit keine einfache Symmetrie auf.

Verhalten in der Umgebung der Definitionsliicken

Bei ganzrationalen Funktionen ist das Verhalten von f(x) fur betragsmalig grof3e
x-Werte durch den Summanden mit dem grofdten Exponenten bestimmit.

In unserem Beispiel gilt: f(x) = 2% = 1
Man erkennt unschwer, dass fur x - oo der Nenner sich immer weniger von 1 unter-
scheidet, wahrend der Zahler unendlich gro® bzw. unendlich klein wird. Es gilt also

Jim, (HX) = oo,

Ferner Iasst sich erkennen (Polynomdivision!), dass die Funktion f sich fur sehr
grofRe bzw. sehr kleine x in guter Naherung durch die Funktion f* : y =x—1 ersetzen
lasst. f hat also eine schrage Asymptote.

Fir x - —1 strebt der Zahler gegen 1, der Nenner gegen 0, aber je nachdem, von
welcher Seite man sich dem Wert -1 nahert. Man erhalt also bei Annaherung von
rechts an die Stelle x =-1, alsox=-1+0

im = Jim 35 = 4o
Analog dazu folgt lim 35 = lim f—g = —o,
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Der Graph von f hat also an der Stelle x = -1 eine vertikale Asymptote mit einem Pol,
d. h. eine Stelle, an der die Funktionswerte gegen Unendlich laufen.

Das Verhalten der Funktion fir x — +1 lasst sich leicht bestimmen:
X2

im X 1
lim 57 =2

unabhangig, von welcher Seite man sich dem Wert x =+1 nahert.

Extremwerte, Wendepunkte

Extremwerte und Wendepunkte kénnen in Ublicher Weise mit den Ableitungen der
Funktion bestimmt werden.

Aus f(x) = X folgt mit Hilfe der Quotientenregel zunachst

x+1

/ (x+1)-2x-x2 x242x  x(x+2)
f (X) = N2 T T ()2 T ()(Jr—1)2
und

Hron )2 (2x2)-(x242x)-(2x+2)  2:(x+1)
f (X) - (x+1)* T ()t

Man erkennt unschwer, dass f zwei Nullstellen hat, namlich x=0 und x=-2.
Fur die zweiten Ableitungen gilt
f'(0)=2>0und f"(-2)=-2<0.

Damit hat der Graph von f an der Stelle x =0 einen relativen Tiefpunkt mit dem
Funktionswert f(0) = 0: T(0; 0) sowie einen relativen Hochpunkt H(-2; -4).

Wegen

2-(x+1)
(x+1)*

f'(x) =0 < ~0=x=-1¢ Dy

hat Gr keinen Wendepunkt.

Tangentengleichungen

Es soll exemplarisch die Tangente an G im Punkt P(2; 2) bestimmt werden.

2(2+42) 8
2+1H2 — 9

Flr die Steigung m gilt m=f'(2) =

fiir den y-Achsenabschnitt (aus y=m-x+t)t=49-3.2=-% also t:y=2.x-%.
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Graphen

Anmerkung: Die Funktion f ist bei x =1 nicht definiert, hat dort aber bei Anndherung
an diese Stelle den Grenzwert lem f(x) = % (siehe weiter oben). Eine derartige Stelle

heil3t stetig behebbare Definitionslucke.

Im Graphen kann der Funktionsplotter diese Definitionsliucke nicht darstellen.
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-17

Verallgemeinerung

¢ Rationale Funktionen haben gegebenenfalls Definitionslicken an den Nullstel-

len des Nenners

¢ Eine Definitionslicke x, der Funktion, fur die der Nenner, aber nicht der Zahler
null wird, ist eine Polstelle. Hier hat der Graph der Funktion eine vertikale

Asymptote mit der Gleichung X = Xp.
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¢ Fur gebrochen rationale Funktionen mit Zahlergrad z und Nennergrad n gilt:

z<n: x-Achse ist waagrechte Asymptote
z=n: waagrechte Asymptote
z=n+1: schrage Asymptote
Extremwertaufgaben
Beispiel 1:

Der Mistelwirkstoff Lektin wird in neuester Zeit zur Krebsbehandlung eingesetzt.
Diese Lektine steigern die Anzahl und die Aktivitat der NK-Zellen (naturliche Killer-
zellen zur Tumorabwehr). Die Erhdhung E der Aktivitat der NK-Zellen (in %) durch
Lektinpraparate hangt entscheidend von der Dosis x (in pl pro kg Kérpermasse) ab.
Sie kann flr x > % naherungsweise durch die Gleichung

E(x)=2.(85-8-x-32)

beschrieben werden.

a) Bei welcher Dosis x ist die Wirkung E am groten? [x =12, 5]

b) Was ist die optimale Lektinmenge fiir eine Person mit 85 kg Masse? [212, 5ul]
c) Ab welcher Dosis wirkt das Praparat sogar schadlich? [10%]

Graph:
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Beispiel 2: Sammellinse

9f _of
ob=13

Linsengleichung: g +g=1 <3 =1-¢ =" =

Mit g = x und b =y ergibt sich folgende rationale Funktion:

mit konstantem f (Brennweite). Hier soll zur Vereinfachung f=50mm angenommen
werden. Die Benennung mm wird hier zur Vereinfachung weggelassen.

Dies Funktion hat eine Definitionslliicke an der Stelle x =50 sowie eine Nullstelle an
der Stelle x=0.

(x-50)-50-x-50 2500
(x-50)2 T (x=50)?

Fiir die Ableitung von f(x) = 235 gilt: f'(x) =
Sie hat keine Nullstelle, die Funktion also kein Extremum.

Fur x > 50 ist der Funktionswert grofer, flr 0 < x < 50 kleiner als null.

Bei Annaherung (x > 50) von x an die Brennweite f = 50 nimmt die Bildweite b
unendlich zu, bei immer weiter zunehmender Gegenstandsweite x = g nahert sich

die Bildweite dem Wert b =f.

Fur x < 50 erhalt man negative Bildweiten (“virtuelles Bild”), fir x = f = 50 entsteht
kein Bild.

Der Graph hat eine horizontale Asymptote mit der Gleichung y = 50 und eine verti-
kale Asymptote mit der Gleichung x = 50.

Graph:
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Zusammenfassung:
Math. Symbol Bedeutung beim Beispiel aus der S 54
Gleichung Optik Elektrizitat Astronautik
(o Brennweite f einer Gesamtwiderstand R Rotationszeit der Erde
Sammellinse einer Parallelschaltung e~ 1Tag
X Gegenstandsweite g Ein Teilwiderstand R, Umlaufzeit s eines Satelliten
auf einer Aquatorbahn
y Bildweite b Der andere Zeit t zwischen zwei
Teilwiderstand R, Meridiandurchgangen
an einem Ort der Erde
cX fg R-R es
y= == Ry = =— - =
X—c g—f R,—R s—e
mit X — o Gegenstand in groRer R, nahezu ein Isolator Bei langer Umlaufzeit
gilty - ¢ Entfernung, Bild fast R~ R, bewegt sich der Satellit
nach (4) in der Brennebene gegenuber den Fixsternen

sehr langsam. Er kommt
etwa nach 1 Tag wieder
in Sicht (unser Mond!)

x wird kleiner
= y nimmt zu (5)

Gegenstand riickt
naher, Bild entfernt

Je mehr R, abnimmt,
desto groRer muss R,

Bei kiirzerer Umlaufzeit
verspatet sich der Satellit

y negativ  (3)

Brennebene und Linse,
b negativ,
virtuelles Bild

physikalisch sinnlos

(x>c) sich von der Linse sein taglich mehr
(g>f) (R, >R) (solange s > e)
fir x =y ist Bild und Gegenstand R,=R,=2R Wenn die Umlaufzeit
x=y=2c (6) in gleicher Entfernung oder 2 Tage betragt, holen wir
2f Ry . Ry den Satelliten auch alle
R= ARy 2 Tage ein. Er ist 24 Stunden
tber und 24 Stunden unter
dem Horizont
mit X - ¢ Gegenstand nahert Wenn R, =R, 24-Stunden-Bahn.t —»
gilt |y| - oo sich der Brennebene, muss R, ein Isolator Der Satellit steht tiber
Unendlichkeits- Bild riickt ins sein einem Ort der Erde still.
stelle (2) Unendliche Fernsehsatellit
flir x < c ist Gegenstand zwischen R, <R, R, negativ Umlaufzeit s < 1 Tag,

t negativ, d.h. der Satellit
bewegt sich nicht mehr
von Ost nach West,
sondern umgekehrt.

Er geht im Westen auf

Fur x nahe 0
gilty~—x (1)
Kurve wird fur
kleine x durch
Y=k
approximiert

Gegenstand und
virtuelles Bild etwa
gleich weit von der
Linse entfernt, wenn
Gegenstand sehr nahe
an der Linse

R, negativ
physikalisch sinnlos

Schneller, d.h. tieffliegen-
der Satellit. Umlaufzeit
unterscheidet sich wenig
von der Zeit zwischen
zwei Durchgéngen

(z.B. Mir, Space Shuttle)

R, Satellitenbahn
BT
Beobachter
Erde
o sene]
A7-3-7

A7-3.lwp erstellt am 15.10.2015




