A3 Quadratische Gleichungen und Funktionen

A3.2 Quadratische Funktionen

Die Quadratfunktion

Definition: Eine reelle Funktionf:y=a-x*+b-x+c,D=R(a,b,c e RAra=0)
heilt quadratische Funktion.

Beispiele:
1. ffy=2-x2
2. fy=05"x2-3-x+2
Die Quadratfunktion f: y = x?
Definition: Die Funktion f: y = x? heiRt Quadratfunktion.

Wahlt man als Definitionsmenge D: = R, dann ergibt sich fur den Graphen folgende
Kurve:
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Eigenschaften der Quadratfunktion:

1. Die Funktionswerte sind als Quadrate reeller Zahlen alle nicht negativ.

2. Der kleinste Funktionswert ist O; fur X —» oo steigen die Funktionswerte
unbegrenzt an = Wy = R = [0; +oo.

3. Wegen f(-x) = (-x)? = x? = f(x) fur alle x € Dy ist der Graph von f, die sog.
Normalparabel, symmetrisch zur y-Achse, die Parabelachse.

4. Der tiefste Punkt des Graphen heif3t Scheitel S(0O; 0).

5. In |y = R"ist der Graph von f streng monoton steigend, d. h. es gilt
0<Xx1<X2=x2<f(x1)<f(x2) V x1,%X2 € 14.
Entsprechend ist die Normalparabel in |, = R streng monoton fallend.

Die Funktion f: y = x? + ys

Beispiel: f:y =x*-2
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Wertetabelle:

X -3 -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2 3 4
X? 9 4 1 0,25 0| 0,25 1 4 9 16
X2 -2 7 2 -1 1,75 2| 1,75 -1 2 7 14
Graph:

Analoge Graphen ergeben sich, wenn ys einen anderen Wert annimmt.

Zusammenfassung: Die Funktion f: y = x> + ys, ys € R, hat fir Ds = R die Werte-

menge W = [ys; oo[. Ihr Graph ist eine nach oben gedffnete Normalparabel mit
dem Scheitel S(0; ys).

Die Funktion f: y = (X - Xs)?

Beispiel: f:y = (x - 1)?

Wertetabelle:

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X2 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25
(x-1)? 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16
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Graph:

Zusammenfassung: Die Funktion f: y = (x - 1)?, xs € R, hat fir Dr = R die Werte-
menge W = [0; o[. Ihr Graph ist eine nach oben gedtffnete Normalparabel mit
dem Scheitel S(xs; 0).

Die Funktion f: y = (x - Xs)? + ys

Beispiel: f:y = (x - 2)? + 1

Wertetabelle:

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X2 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25
(x-2)? 36 25 16 9 4 1 0 1 4 9
(x-2)2+1 37 26 17 10 5 2 1 2 5 10
Graphen:

S > X
-2 -1 0 3
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Uberlegung: Der Wert xs im Funktionsterm bewirkt eine Verschiebung der Normal-
parabel um xs nach rechts, der Summand ys eine zusatzliche Verschiebung um ys
nach oben.

Nicht immer liegt allerdings die Funktionsgleichung in dieser einfachen Form vor; sie
|asst sich aber durch quadratische Erganzung leicht in die gewlnschte Form
umwandeln.

Beispiel: f:y=x?+4 - x + 3
f(x) =x2+4x+4+3-4=
=(x+2)?%-1
Der zugehdrige Graph ist eine um zwei Einheiten nach links (!) und eine Einheit
nach unten (!) verschobene Normalparabel.

Jeder Punkt der Parabelachse hat die x-Koordinate xs.

Zusammenfassung: Jede Funktion der Form f: y = x? + b - x + ¢ lasst sich durch
quadratische Erganzung in die Scheitelform f: y = (x - xs)? + ys bringen. lhr Graph
ist fur Dr = R eine nach oben gedffnete Normalparabel mit dem Scheitel S(xs; ys).
Ihre Wertemenge ist W = [ys; o«o[. Die Parabelachse hat die Gleichung x = xs.

Eine Musteraufgabe:

Gegeben ist die quadratische Funktion f: y = x> + 5x + 6, Ds = R.
Gib Wertemenge W, Scheitel S und Parabelachse an und berechne die Schnitt-
punkte von Gt mit den Koordinatenachsen. Zeichne dann G.
Losung:
f(X)=x2+5x+6=x2+2-2,5x+2,52-2,52+6=(x+2,5)* -0, 25.
=>W = [-0,25; o[, S(-2,5; -0,25), x = -2,5.

Schnittpunkt mit der y-Achse: x = 0 => f(0) = 6 => SP,(0; 6)
Schnittpunkt mit der x-Achse: y =f(x) =0 =>x*+5x+6 =0
x+2)-(x+3)=0

X=-2AX=-3.

Die Funktion f: y = a - x?

Beispiel: In Fahrschulheften findet man oft folgende Faustregel fur den Bremsweg y
(in m) in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v (in kT”"): Dividiere die Tachoanzeige
durch 10 und multipliziere das Ergebnis mit sich selbst. Als Abstand vom vorausfah-
renden Auto wird "halber Tacho" empfohlen (z. B. 40 m Abstand bei v = 80 kTm).

Der Bremsweg vy ist eine Funktion der Geschwindigkeit x, die so formuliert werden
kann:

y=f(x) = (35)% = 155 - 2.

Die Wertetabelle liefert

x in km/h 0 20 40 60 80 100 120 140
yinm 0 4 16 36 64 100 144 196
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Abstand in m 0 10 20 30 40 50 60 70

Der zugehorige Graph ist ein Stuck einer Parabel, aber keine Normalparabel.

Weitere Beispiele:
fiy=a-x%4 Di=R, a {0,5; 2;-0,5; -2}

Wertetabelle:
X -2 -1 0 1 2 3 4 5
X? 4 1 0 1 4 9 16 25
2 - x? 8 2 0 2 8 18 32 50
0,5 - x? 2 0,5 0 0,5 2 4.5 8 12,5
-2 - x? -8 -2 0 -2 -8 -18 -32 -50
-0,5-x? -2 -0,5 0 -0,5 -2 -4.5 8| -12,5
Graphen:
AY f:x->2x*x
p- B fO:x->x*x
— g:x->0,5*x*x
66—
L 11 l I I I
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Man erkennt: Der Graphvon g:y= % -x2 geht aus dem Graphen von fy: y= x? durch
zentrische Streckung mit dem Zentrum Z(0; 0) und dem Streckfaktor m = 2 hervor.

Rechnerischer Nachweis, Verallgemeinerung:

fry==-x2 fxy=x2

fla-x)=1-(a-x)?’=a-x2=a-f=(x) fir alle xe R,

d. h. jeder Punkt P(x; x*) € G hat einen Bildpunkt P’(ax; a - x?) € Gy, der Streckfak-
tor ist mithin m = a.
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Zusammenfassung: Der Graph der Funktion f: y = a - x? (a # 0), Dr = R, heil3t
Parabel. Sie hat den Scheitel S(0; 0) und ist symmetrisch zur y-Achse. Fura >0
ist die Parabel nach oben, fur a < 0 nach unten gedffnet. Der Graph geht aus der
Normalparabel durch zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z(0; 0) und
dem Streckfaktor m = % hervor. Alle Parabeln sind ahnlich.

Die allgemeine quadratische Funktionf:y=a-x*+b-x+c

Der Scheitel einer allgemeinen quadratischen Funktion kann durch quadratische
Erganzung bestimmt werden.

Beispiel: f:y =2 - x*-12 - x + 22
f(x) =2-x2-12x+22=

=2 (x*-6x)+22=
2-(x*-6x+32-3%)+22=
2 -(x*-6x+9)-2-9+22=

=2-(x-3)2+4
Auswertung: Der Graph hat den Scheitel S(3; 4); der Faktor 2 bewirkt gegenuber
dem Graphen von f*: y = x? eine zentrische Streckung mit Zentrum Z(0; 0) und
Streckfaktor m = %; daran schlieRt sich noch eine Verschiebung um 3 parallel zur
x-Achse (nach rechts) und um 4 parallel zur y-Achse (nach oben) an.

ffy=a-x*+b-

f(x):a-(x2+% +c=
:a-(x2+%-x-|r(2ba)2 (2))+c=
—a-(x2+35 . x+(2)? )+c a- 4722:
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—a-(x+2)+c-2.

Daraus Iiest2 man unmittelbar die Koordinaten des Scheitels S ab:

S(-Zic-%)

wobei der Scheitel je nach dem Vorzeichen von a der niedrigste oder der héchste
Punkt des Graphen ist.

Zusammenfassung: 2Der Graph der Funktionf:y=a - x*+b - x +zc (a #0) hat den
Scheitel S(-£;c—£) und fiir D = R die Wertemenge W = [c - £; +oo|. Fiira >0
ist die Parabel nach oben, fur a < 0 nach unten geéffnet.

Aufstellen von Funktionsgleichungen

Erinnerung: Durch zwei Punkte ist eindeutig eine Gerade bestimmt. In der Geraden-
gleichung y = m - x + b kdnnen die Formvariablen m und b durch Einsetzen der Ko-
ordinaten der Punkte in die Gleichung bestimmt werden (Lésen eines Gleichungs-
systems aus zwei Gleichungen).

In analoger Weise lassen sich die Formvariablen a, b und c in der Funktionsglei-
chungy=a - x?+b - x+ c aus drei Punkten bestimmen, so dass durch drei Punkte
(die nicht auf einer Geraden liegen) eindeutig eine Gerade bestimmt ist.

Beispiel:
Bestimme die allgemeine quadratische Gleichung, deren Graph durch die drei
Punkte P(0; 3), Q(1; 0) und R(5; 8) gegeben ist.

Ldsung:

I f(0)=3 <c=3

I f(1)=0 <a+tb+c=0

1 f(5)=8 <25-a+5-b+c=8
Lin Il 1K a+b=-3

Lin [ 1T 25-a+5-b=5

Mit einem der Ublichen Verfahren (Gleichsetzungs-, Einsetzungs- oder Additionsver-
fahren) erhalt man daraus schnell die Gleichung f: y = x%-4 - x + 3.

Weitere Beispiele:

P(1; 1), Q(2; 4), R(-3; 9)

S(2;1), P(3:0)

Schnitt von Parabeln

Analog zum Schnitt von Geraden erhalt man die Schnittpunkte von beliebigen
Funktionsgraphen, also auch von Parabeln, indem man die Funktionsterme aus der

expliziten Darstellung der Funktion gleichsetzt und die Gleichung I0st.

Beispiele:
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1. Bestimme die Schnittpunkte der Graphen von
fry=x2-2x+3undg:y=-x?+4x-1.
Losung: x=2 v x=1.

2. Bestimme die Schnittpunkte der Graphen von
fry=x2-2x+3und g:y=3x-3.
Losung: x =2 v x = 3.

Skizzen:
AY
—4
—3
- Gf
[ D
[ 1 Ge
| | | | > X
-2 -1 0 1 2 3
Musteraufgabe:

Geben ist die Parabel p1 mit der Gleichung y = x* - 2x - 3.
Bestimme die Schnittpunkte der Parabel mit

a) der Geraden mit den Koordinatenachsen

b) mit der Geraden mit der Gleichungy = x + 1

c) mit der Parabel p, mit der Gleichung y = -x* + 4

d) mit der Geradenschar mit der Gleichungy = -mx + m
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