A7 Differenzialrechnung

A7 Differentialrechnung

A7.1 Ableitung

Die Geradensteigung

Das Problem der Steigung einer Geraden wurde bereits weiter oben ausfiuhrlich
behandelt.

Wiederholung:

Unter der Steigung m einer Geraden zwischen zwei Punkten P und P. versteht

man den Differenzenquotienten

LAY vyt f(xa)-f(xq)
m T AX T Xo=Xq4 — X2—X1

Dieser Quotient ist von der Lage der Punkte P, und P, auf der Geraden
unabhangig.

Skizze:

AX

Die Sekantensteigung

Die oben beschriebene Gleichung fur die Steigung einer Geraden versagt bei der
Suche nach der Steigung einer gekrimmten Kurve. Dann kann nur die Steigung
einer Sekanten zwischen zwei Kurvenpunkten berechnet werden; insbesondere
kann nicht von der Steigung der Kurve an einer Stelle xo bzw. in einem Kurvenpunkt
Po(Xo; Yo) gesprochen werden. Dann hangt der Wert der Sekantensteigung mit einem
festen Ausgangspunkt P, von der Lage eines weiteren Punktes P+(x; y1) auf der

Kurve ab:
Ay  y1-Yo o f(xq)-f(xg)

M = 3 = X% =~ X1—%o
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Skizze:

P2

P1

| *

Die Tangentensteigung

Wenn man in obiger Skizze den Punkt P+ immer naher an den Punkt P, heran
wandern lasst, dann wird aus der Sekante eine Tangente und man bezeichnet den
Grenzwert der Sekantensteigung als Tangentensteigung bzw. als Steigung der
Kurve an der Stelle xo bzw. im Kurvenpunkt Po. Der Grenzwert des Differenzenquoti-

enten heildt Differentialquotient:

g e AY o Y1Yo s f(xq)—f(xo)
m _f (XO) _)I(Lr)r(l AX _)l(l_)r)n) X1—Xo —)l(Lr)T(.!) X1—Xp

Definition: Unter der Steigung einer Kurve in einem Kurvenpunkt P, versteht man
den Grenzwert der Sekantensteigung zwischen Po(Xo; Yo) und einem weiteren
Kurvenpunkt Q(x; f(x)) fir x — xo. Dieser Grenzwert heifl3t auch Ableitung f'(xo).

Skizze:

Po
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Berechnung von Differentialquotienten

Beispiel 1:

Es ist die Steigung der Kurve zur Funktion f:y=x2 an der Stelle xo = 2 zu
bestimmen.

Ldsung:

m =f(2) =lim 52 <lim X5° =lim “252 i (x+2) = 4.

X—-2

Beispiel 2:
Es ist die Steigung der Kurve zur Funktion f:y=x?-3-x+4 an der Stelle x, =2 zu
bestimmen.

Losung:

o fx)f2) . X2 . x292
f/(z)z'x'”z‘ (x)z_( ) :!!rrzl 3x+£1(22+3 24 —lem 2X32x+32
i X222-3x432 o O2)-(=2)-3-(x=2) . (x=2)-(x+2-3) _ A _[i 1y
e T e g TG g (2= 3) i =) =1,
Beispiel 3:

Es ist die Steigung der Kurve zur Funktion f: y=x® an der Stelle xo = 2 zu
bestimmen.
Losung:

(2) =lim 22 _jim £2° jjm S2HC2x)
=lim (x2+2 x+4)—12

Beispiel 4:

Es ist die Steigung der Kurve zur Funktion f: y =+ an der Stelle x, = 2 zu
bestimmen.

Losung:

1 1 2-

/ o f(x)-f(2) X—7 x .
F2) =l "™ =ling ez =ling sz i

><
X
<N

Tangente und Normale

Erinnerung: Bei der Besprechung linearer Funktionen wurde bereits gezeigt, dass
zwei Geraden genau dann aufeinander senkrecht stehen, wenn das Produkt ihrer
Steigungen den Wert -1 ergibt.

Definition: Die Normale n in einem Kurvenpunkt P e Gt ist diejenige Gerade, die die
Tangente an Gy in P orthogonal schneidet. Dann gilt fur die Steigungen m; - m, = -1.

Veranschaulichung:
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Beispiel:

Bestimme die Gleichung der Tangenten t und der zugehorigen Normalen n an den
Graphen von f:y=x2-3-x+4 an der Stelle x, = 2.

Losung:

Die Funktion hat an der Stelle x, = 2 die Ableitung f'(2) = 1 (siehe oben). Daraus folgt
m;=1und m, =-1.

Ferner gilt f(2) =2%2-3-2+4 = 2.

Jede Geradengleichung hat die Formy =m - x + t.

Fur die Tangente folgt daraus zur Berechnung von t

2=1-2+t=1t=0

fur die Normale erhalt man

2=-1-2+t=>t=4.

Die Funktionsgleichung sind dann

t:y=x(Tangente) und

n:y=-x+4.

Differenzierbarkeit einer Funktion

Erinnerung: Die Berechnung der Steigung einer Funktion an einer Stelle x, erfolgt
durch Bildung des Grenzwerts des Differenzenquotienten
%ﬁfﬁf‘)) (Differenzenquotient von f(x) bzgl. xo). Dieser Quotient ist eine Funktion von x

mit der Definitionsmenge D = D{xo}, und es gilt die

Definition: Eine Funktion f:y = f(x) heilkt an der Stelle x, € D differenzierbar,
wenn der Differenzenquotient von f(x) bzgl. x, fur x — X einen Grenzwert hat.

Anmerkungen:

1. Dieser Grenzwert heif3t Ableitung f'(xo).

2. Die Definition ist aquivalent mit der Formulierung, dass eine Funktion f an der
Stelle x, differenzierbar ist, wenn der Differenzenquotient an der Stelle xo
stetig fortsetzbar ist.

3. An einer isolierten Stelle x, ist eine Funktion sicher nicht differenzierbar.

4. FUr eine vertikale Tangente ist keine Steigung definiert.
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5. Existiert die Ableitung von f an der Stelle xo, so Iasst sich der Differenzenquo-
tient immer durch (x - xo) kurzen.

Als Beispiel soll die folgende Funktion auf Differenzierbarkeit an der Stelle x,= 1,5
gepruft werden:

_ {2-x—0,75 firx>1,5
fry=

x2 furx<1,5
Rechts- und linksseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten sind getrennt zu
berechnen:
. fx)-f(1,5) | 2x-075-225 . 2:(x-1,5) _ |; _
x»“1r,g+0 1.5 Ty ,1 540 ) x-1,5 “xo15+0 X 1.5 _x»||1r,?+0 2=2
. fx)-f(1,5) | x4-2,25 . (x+1,5)-(x-1,5)
x»“1r,g—0 x-1.5 _xJI1|P—O x-1.5 _xlhrg—o x-1.5 B

= lim (x+1,5)=3,d.h.
O itt.s) x)-1(1,5)
. f(x)—f(1, . x)—f(1,

x»“1r,g+0 x-1,5 ixJI{TS]—O x-15 -

Die Funktion ist also an der Stelle x, nicht differenzierbar (wohl aber stetig).

Anmerkung (ohne Beweis):
Eine Funktion, die an der Stelle x, differenzierbar ist, ist dort sicher stetig.

Ableitungsfunktion

Die Differenzierbarkeit an der Stelle x, ist eine lokale Eigenschaft; sie erfordert die
Existenz einer Umgebung um die Stelle xo; zumindest ist eine einseitige Umgebung
notwendig, damit eine Funktion an der Stelle x, wenigstens einseitig differenzierbar
sein kann. Dann ist die folgende Definition unmittelbar verstandlich:

Definition: Eine Funktion, die an jeder Stelle eines offenen oder abgeschlossenen
Intervalls differenzierbar ist, heif3t in diesem Intervall differenzierbar.

Wenn eine Funktion in einem Intervall differenzierbar ist, dann wird jedem x aus
dem Intervall in eindeutiger Weise eine Ableitung zugeordnet, und es entsteht durch
f' 1 y=f'(x) eine neue Funktion, die Ableitungsfunktion.

Definition: Die zu einer Funktion im Differenzierbarkeitsbereich Dr definierte
Funktion f' : y=f'(x) heilt die Ableitungsfunktion von f.

Anmerkung:
Definitions- und Differenzierbarkeitsmenge einer Funktion mussen nicht identisch
sein (vgl. Beispiel im letzten Abschnitt)!

Zum Nachweis der Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Intervall | genugt es,
die Differenzierbarkeit fur ein beliebiges x, € | nachzuweisen.

Beispiel:
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Es ist die Differenzierbarkeit der Funktion f:y=x?-2in | = R nachzuweisen und die
Ableitungsfunktion f' zu bestimmen.

Ldsung:
/ . f(x)—f(xo) . XZ—X% . (x+xg )-(x=Xg) .
f (XO) :)LL% X—Xo :)I(L% X—X0 :)I(L% X—X0o :)l(l_[;}) (X + Xo) =2-Xg.
Man erkennt aus dem Funktionsterm unmittelbar, dass er fir alle x € R erklart ist,

und fur die Ableitungsfunktion f' folgt
fliy=2-x.

Anmerkung:

Fur f'(x) haben sich folgende Schreibweisen eingebulrgert:
Hx) =y = Y _ df) _ d

f(X)_y T dx T dx — dxf(X)'

Die Ableitungen einfacher Funktionen

Far die einfachen Funktionstypen lassen sich leicht Ableitungsregeln ermitteln:

1. f:y=c
: (x)fxo) _ cc _ | _
im =6 =lim x5 =Jim 0=0
fry=c=>f:y=0
2. fiy=x
oo f)flxe) i XXo _
im = =lim %%, =Jim 1=1
fry=x=>f:1y=1
3. fry=x2
L H)Axe) g XPXE L Geo)exo)
)l(Lr)Q) xXixgo :)I(Lryo X7X00 :)!L%%:)!L% (Xx+x0)=2-X%o
fry=x2=>f:y=2-x
4. fiy=/x,x>0
e e e
x0T 0 (X MR- yRg) %0 XoaRe T 2%
fry=/x=>f:1y= 2.1ﬂ, x>0
5. fiy=x, x+0
1 1 XX
. f(x)—f(xg) . X—Xg XX . _ 1
Iy o =lim S =i o =l S =

Ableitung von Summe, Differenz und Produkt

Es soll im Folgenden Uberlegt werden, ob ein einfacher Zusammenhang zwischen
der Ableitung z. B. einer Summe (Differenz) und den Ableitungen der Summanden
(von Minuend und Subtrahend) bzw. zwischen der Ableitung eines Produkts und den
Ableitungen der Faktoren besteht.
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Voraussetzung fiir die nachfolgenden Uberlegungen: Alle Teilfunktionen sollen in
einem gemeinsamen Intervall | differenzierbar sein.

1. Summenregel:
fry=u(x)+v(x)
f'(xo) =Jim %L(;(O) =lim U(X)W(X)X—_l;(é(o)—v(xo) _
| v&x)-v(xo)
X —X0

—U(X0)+V(X0)

2. Analog gilt:
f.

=u(x)- V(X)

f/-(xo) =lim %;(;‘0) =lim U(X)-V(XZ(—_l;((go)-v(xo) _

:>I<L% U(x).v(x)—u(xo).v(x)xtl;((gog.v(x)_u(x()).V(XO) _

=lim Ul)vb0)-ulxo)vEx) +Jim u(xo).v(x)z:;jgxo).v(xo) _

=l [v00) - 2555 i [u(xo) - 5522 =
=lim v(x)-Jim %Hl% u(xo)-Jim Vi vixa) _

=V(Xo)- 0/(x0) + U(xo) - V/(xo)
fy=u(x)-v(x)=>f :y=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)

4. Quotientenregel (ohne Beweis):
fry= :g; = ix - B y(x) £ 0 AUX) %0
Anwendungsbeispiele:
1. fy=x2+5; ux)=x2, v(x)=5
ux)=2-x; vV(x)=0
fliy=2-x
2. fiy=5-%x%; u(x)=5; v(x)=x2
u'x)=0; vVV(x)=2-x
f'(x) = u'(x) - v(x) +u(x) - v'(x)
fiy=5-(2-x)

Anmerkungen:
1. Eine Summe darf summandenweise differenziert werden.
2. Ein konstanter Summand verschwindet beim Differenzieren.
3. Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.

Die Ableitung der Potenzfunktion f: y = x"

Mit Hilfe der Produktregel Iasst sich leicht die Ableitung einer jeden Potenzfunktion
f:y=x" ermitteln:

Beispiele:
fy=x3=x?-x
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u(x) = x?; v(x) =X

u(x) = x?; V(X)=x

fX)=u"-v+u-v =2x-x+x2-1=2x>+x?>=3-x2
fry=x3=f:y=3.x?

fy=x5=x3%.x2

u(x) = x3; v(x)=x2

u'(x) = 3x2; v(X) = 2x

fX)=u"-v+u-v' =3x2-x2+x3-2x=2x? +x2=3 - x4 +2-x*=5.x*
fry=x5=>f:y=5.x4

Allgemein (ohne Beweis):
fry=x"=f:y=n-x"" (zun4chst giiltig fir n € N)

Mit der Summen- und Produktregel sowie der Regel fur die Ableitung der Potenz-
funktion Iasst sich die Ableitung der ganzrationalen Funktion leicht bestimmen:

f:yzan'xn+an-1'Xn_1+...ai'Xi+___+az-X2+a1.X+a0
f':y:n-an.xn-1+(n_1)-an_1.Xn-2+"-i.ai.xl-1+“-+2_a2_x+a1

Damit ist folgender Satz verstandlich:

Satz: Die ganzrationale Funktion

fiy=an xX"+an X"+ . a-x+..+a-x+a;'x+ta,aeR xeR,
ist in R differenzierbar. Ihre Ableitungsfunktion ist
foy=n-a, - x""+(n-1)-an-x2+ .. i-a - x"+..+2 a-x+a.

Die Kettenregel

Ohne Beweis: Fur eine verkettete Funktion f(x) = h(g(x)) mit geeigneten Differenzier-
barkeitsmengen gilt die so genannte

Kettenregel:
f(x) =h(g(x)) = f'(x)=h'(u)-g'(x) =h'(g(x)) - g'(x), wobei u=g(x),

in der Leibnizschen Form
dy dy du

dx = du * dx*

Man nennt dieses Vorgehen ableiten mit nachdifferenzieren.
Beispiel:

f(x) = (x2 =3 -x)° bzw. f(u(x)) mit f(u) =u5 und u(x) =x2-3-x
Dann gilt: f'(u)=5-u* und u'(x)=2-x-3,

also f'(x)=5-u4-(2-x-3)=5-(x2-3-x)*-(2-x-3)
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Hohere Ableitungen

Haufig ist die Ableitungsfunktion f' zu einer in D' differenzierbaren Funktion f in D'
ebenfalls differenzierbar. In diesem Fall gibt es auch zu f' eine Ableitungsfunktion,
die mit f* bezeichnet wird. f* heil3t dann 2. Ableitung von f.

Beispiel:
fry=x3
fiy=3x
f'"y=6x
f":y=6
fY:y=0

Daraus folgt die folgende

Definition: Eine Funktion f, deren n-te Ableitung f™ in einer gewissen Menge
existiert, heilt dort n-mal differenzierbar.
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