A7 Differenzialrechnung

A7.3 Diskussion der Exponentialfunktion x - a-ekX,
Verknupfung mit linearen Funktionen, Wachstums-
und Zerfallsprozesse

Die Exponentialfunktion f: x - a- ek>

Zur Bestimmung der Ableitungsfunktion der Potenzfunktion f : x - a* bilden wir in
gewohnter Art den Grenzwert des Differenzenquotienten.

. f(x)—f(xo)
f'(xo0) =lim

Zur Vereinfachung der Berechnung wird an dieser Stelle eine Hilfsvariable h > 0
eingefihrt, so dass

X=Xy +h
und

. f(x)-f(xg) f(xo+h)—f(xg)
f'(xo) =fim e =lim ~5
gilt.

Auf die Exponentialfunktion angewandt ergibt sich nacheinander fur den

Differenzenquotienten
f(x)f(xo) _ flxo+h)-flxo) _ a*ot'_aXo _ aha%o-aX _ a%-@"-1) __y, ah-1
%o = h =~ h T~ h T~ n_—av

Es ist unmittelbar zu erkennen, dass sich die Exponentialfunktion beim Ableiten im
Wesentlichen reproduziert; die Grenzwertbildung erstreckt sich nur auf den von h

. . h_ . . . .
abhangigen Term ah1 . Dieser kann naherungsweise bestimmt werden.

Fir z. B. a = 2 erhalt man:

h (2°h-1)h
1. 1,000000

0,1 0,717735

0,01 0,695555
0,001 0,693387
0,0001 0,693171
0,00001  0,693150
0,000001  0,693147

Der Vergleich mit In(2) zeigt sofort, dass offenbar

ah—1

21— In(2) bzw. lim 25" =In(a)

lim
h-0

gilt. Der mathematische Beweis kann im Rahmen dieses Kurses nicht gefuhrt
werden!

Damit ergibt sich fir die Ableitung der Exponentialfunktion unmittelbar:
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f:xoa*=f:x->a*-In(@), a>0

Es folgt weiterhin wegen In(e) = 1:
fix-eX=of i x—eX

sowie mit der Kettenregel und der Produktregel

fixoa-e"=f:x->a-k-ekx

Diese Gleichung bedeutet, dass jede Exponentialgleichung sich beim Ableiten
reproduziert.

Wachstums- und Zerfallsprozesse

Mit Hilfe der e-Funktion f: x - a-e** und ihrer Ableitungen lassen sich Wachstums-
und Zerfallsprozesse besonders leicht darstellen und untersuchen.

Beispiel 1: Bevolkerungswachstum

Das Wachstum AN einer Population innerhalb des Zeitraum von t bis t + Atist in
sehr guter Naherung proportional zum Zeitpunkt At, innerhalb dessen die Population
betrachtet wird, und proportional zur Population N(t) zu Beginn des Zeitintervalls At:

AN ~ N(t)

AN ~ At }:AN~N(’[)-A'(

Daraus folgt unmittelbar
AL < N(t) bzw. 4% = C - N(t)

Diese Gleichung gilt fur jeden Zeitpunkt t bzw. in jedem noch so kleinen Zeitintervall
At, so dass fur das infinitesimal kleine Zeitintervall dt die Differentialgleichung

lim 4% =<4 =N (t) = C - N(t)

At-0 At

folgt. Diese Gleichung besagt, dass in jedem Zeitpunkt t die Funktion N(t) proportio-
nal zu ihrer ersten Ableitung N () ist. Ihre Beschreibung ist also mit Hilfe einer
Exponentialfunktion maéglich.

Es ist unmittelbar einzusehen, dass die Gleichung

N(t)=Ng-ekt = N(t)=k-Ng-ekt
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(No: Anzahl der anfangs vorhandenen Individuen, k: Wachstumsfaktor)
die geforderten Eigenschaften besitzt, d. h. die oben angeschriebene Differential-
gleichung erfullt.

Anwendung: Eine Bevdlkerung No = 100000 vermehre sich jahrlich netto um 1 %.
a) Berechne die Bevolkerungszahl nach 30 Jahren.
b) Wann hat sich die Bevdlkerung verdoppelt?

Ldsung:

a)N(t=1)=1,01-Ng=Ng-ek'a
1,01 :ek1a
k-1a=1In(1,01)
In(1,01) A
k=" =9,05.10%a"
N(30a) = 100000 - 29510302 = 134785

b) N(T)=2-Ng
2-N0:N0-ek'T
In(2)=k-T

T=12_-69,7a

Beispiel 2: radioaktiver Zerfall

Das radioaktive Gas Radon zerfallt mit der Halbwertszeit T = 55 s. Stelle die
Zerfallsgleichung auf berechne, wie viele Rn-Atome von anfanglich No = 100000
nach 200 s bereits zerfallen sind.

Ldsung:

Die Zerfallsgleichung hat die Form

N(t) =Ng - et

wobei N, die Zahl der anfangs vorhandenen Teilchen und A die (hier zunachst noch
unbekannte) Zerfallskonstante ist. Diese kann aber aus der Halbwertszeit T leicht
berechnet werden:

Zur Zeit T ist von anfanglich N, Teilchen noch die Halfte ubrig, d. h.

N(T) =2 =No-e*T

Dividieren durch N, und beidseitiges Logarithmieren liefert
Ing=In1-In2=-In2=-2-T bzw. 1 =182,

so dass die Zerfallsgleichung auch so geschrieben werden kann:

N(t)=Ng-e~ 7

Fur die Anzahl der zerfallenen Atome gilt

AN =No - N(200s) = Ng — Ng - 7520 = N - (1 — @520 ) = N - 0, 92

Es sind also ca. 92 % der anfangs vorhandenen Atome schon zerfallen.
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